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Resumen: Se propone una extension didactica sobre uso de polinomios para la continuidad del estudio basico sobre las aplicaciones de
funciones elementales tanto algebraicas como trascendentes en el preuniversitario, de manera que se obtenga un acercamiento previo e
implicito con el célculo infinitesimal, desarrollando en el estudiante habilidades matemaéticas de derivacién e integracion de polinomios
a través de los aplicadores lineales ¢ y y que realizan esta tarea respectivamente.
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Summary: A didactic extension on the use of polynomials is proposed for the continuity of the basic study on the applications of both
algebraic and transcendent elementary functions in the pre-university, so that a previous and implicit approach with the infinitesimal
calculation is obtained, developing in the student mathematical skills of derivation and integration of polynomials through the linear
applicators @ and y who perform this task respectively.
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INTRODUCCION

Durante el bachillerato, el estudiante obtiene un aprendizaje de manera técnica precisa; al plantearse problemas que involucran métodos
matematicos en la bisqueda de soluciones, a la postre logran infundir en el interesado una abstraccion. En el estudio de contenidos en
secundaria como son: factorizacion 2, funciones, ecuaciones, sistemas de ecuaciones, trigopnometria, geometria analitica ™, secciones
conicas y sélidos; se adquiere un abanico de métodos y técnicas que desarrollan en el estudiante cierta pericia para enfrentar problemas
de la cienciay del entorno. Un universitario o estudiante del preuniversitario, en las materias de Célculo Infinitesimal ya pueden afrontar
contenidos como son: Limite, Continuidad, Derivada e Integral, y es donde logra apreciar la diversidad de técnicas matematicas para
resolver problemas especificos de cualquier indole y encuentra aplicaciones en el diario vivir.

Un estudiante mientras estudia bachillerato, tiene restringido su campo de aplicaciones mateméticas por los temas que ya tienen
designado, siendo que, al afrontar los polinomios, le surgen inquietudes tales como: ¢Para qué sirve un polinomio en el diario vivir?
¢Me seré de utilidad alguna vez en mi profesion?

Es por lo anterior que se presenta esta propuesta como una aplicacion adicional en el uso de polinomios, para que un bachiller amplie
un poco su destreza, sin necesidad de utilizar teoremas de mayor complejidad del Célculo infinitesimal (Limite y Continuidad, Derivada,
Integral, etc.). Asi es que se propone una técnica que amplie el estudio sobre polinomios de variable real, emulando métodos y
aplicaciones del calculo diferencial e integral de forma amigable, que permita implementarse al nivel del bachillerato o preuniversitario.
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DISENO METODOLOGICO

Aplicadores lineales polinémicos ¢ y y
Dado el polinomio de grado n: P(x) = a, + a;x + a,x? + ...+ a,x" para n entero, y los coeficientes reales an, se define el aplicador
lineal derivado @ (P(x)) vy el aplicador lineal integrado l]J(P(X)), a como sigue (se genera ¢ como constante real).

e(P(®) = @(ag + asx + azx®+ -+ + apx") = a; + 2a,x + ... + nax"!

Y(P()) = W(ag + a;x + ax?+ -+ + apx") = c +apx + %alx2 + §32X3 + ot ﬁanx’“r1

Asi por ejemplo para la expresion ax* + b, donde a y b son constantes reales distintas de cero y k es racional; se calcula @(axX + b) =
k+1
kxk~ty, P(axk + b) = a);j +bx+c

Se presentan dos situaciones de polinomios en los que intervienen aquellos aplicadores (grados finito e infinito). Notese que: la constante
¢ solo sera utilizada de manera arbitraria en las demostraciones de las propiedades, obtendréa el valor de cero cuando la Serie de Potencia
comienza en cero, y vale uno o ap cuando la Serie de Potencia comienza en uno (al comparar la serie de potencia original que inicia en
cero con su serie de potencia aproximada que inicia en uno, se deduce el valor de la constante como valor de condicidn inicial). A
continuacidn, se condensan las propiedades que se expondra méas adelante

Propiedades de los aplicadores en polinomios finitos

k+1 k+1
D @) =alre o(ahy) =@ 2) e@x = akd! o plakd ) = axk

3) ¥(P(X) = QX « ¢(Q®) = P(X) 4) e(P() = Q) © ¥(QX) = P(x)

Propiedades de los aplicadores en polinomios infinitos
D (sen(x)) = —cos(x) — @(cos(x)) = —sen(x) (e) = e* - @(e*) = e*

2)p(sen(x)) = cos(x) > (cos(x) = sen(x) HpQn(i +x) == - ¢ (1) =In(1 +x)

Demostracion para la forma general en polinomios de grado finito:
Y(PX) =W(ap +a;x+ ..+ apx") = LIJ(aO) + LIJ(alx) + ..+ Playx™)

X0+1 X1+1 Xn+1
=ay—+a;~—+--+a = apx+a; = + - 4ay, X
0 o+1 11+1 0 ht1 0 1 =Q®

anX(n+1)
(n+1)

+1)

n+1

P(Q) = ¢ (agx + 25+ o+ 2T0) = (agx) + 9 2) + - +¢(an

X(n+1)—1

2-1
= (Dax*"t + (Z)ale +-+(+ 1)an( ) =ag+a;x+ ..+ ax" =Px)

(n+1)

P(PX) = @(ag +ax+ ...+ ax") = @(ap) + @(arx) + ... + @(ax™)
= (0)agx’ T+ (Daxt™t + - (Max" ! =a; + -+ (n)ayx™ ! = Q(x)

lIJ(Q(X)) = llJ(a1 +ax+ .. +ax") =v(a) + LP(azx) +t lJJ(aan_l)

(n 1)+1

—c+alx+a2 + A+ (n)a, - c+a1x+a2 + +(n)an

(n-1)+1

—c+alx+a2 + +an —P(X)
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Aplicadores @(x) y Y(x) en series polindmicas infinitas o funciones trascendentes
Estas funciones especiales se expresaran en su forma polindmica:

Tabla 1. Funciones especiales

Funciones especiales

2 3 4 2k
= T G SR _  x X o X
sen) = x =S+ 5= 5+ = o R TRE TR TR P
k=0
c 1 x2  xt o DK ok 1 -1 2 3 v 1)ngn
os(x) = ——, Z__+ Zk=0(2k)!x TR Iox+xt—x +...= Yo (—1D)"x
2 3 d
X x*
In(1+x —x——+— — Z x(““)
A+x) =x-1 R

@(sen(x)) = cos(x)
- _pk _k
(p(sen(x)) (Zk 0( 1k 2k+1) — ZlO::o (;ki)l)! ((p(X2k+1)) — Zl?:o (gki)l)! [(Zk + 1)X(2k+1)—1]

2k+1

w (DK - o (DK
= Zk:omx((Zk“) 1) = Yo 201 (x)?k = cos(x); por lo tanto @(sen(x)) = cos(x).

¢(cos(x)) = —sen(x)
9(c05(0) = @ (£ G x™*) = Tz S (0(2)) = B 0((;3), @O [k=1n+1=K

v (DK k-1 _ voo DX ok iy v ED™M onst
- Zk=1 (Zk)‘ (Zk)(x ) - Zk:l(zk—l)! (X ) - Zn 0 (2n+1)! ( n )

=X 0(;}:31),( 2n+1y = —gen(x); por lo tanto (p(cos(x)) = —sen(x).
Y(cos(x)) = sen(x)
)k 2k+1 ( 1)]( 2k+1

(-1 ,
Y(cos(x)) = lIJ(Zk 0 (2k)' Zk) 2k=0 (2k , w(EE) =3r, (Zk)' oy te= = ko e T [sabiendo que sen(0) =

0, pues resulta que ¢ = 0]; por lo tanto, Y(cos(x)) = sen(x).

Y(sen(x)) = —cos(x)
EDE ok DR ket DR 27 cpRadkty |
(Sen(x)) v (Zk 0 (2k+1). ) Ykeo (2k+1)! —=Y(x ) =Yk kD) @kr2) +c =D G +c=

DD (RO C) DM .
Z;‘f’zl(z—n)!x +c=— Z;“’:l(z—n; +c=— Z{‘f’zo(z—n)x! [sabiendo que cos(0) = 1, pues resulta que ¢ = 1]

por lo tanto, qJ(sen(x)) = —cos(x).

xK
@(e’) =e" =Y lo

x(k—1) X_
n!

o) = ¢ (T205) = 200 (5) = Tom ke = T2 X0 = 57

por lo tanto resulta, @(e*) = e*

=¢* [haciendok — 1 = n]
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We) = e* = T,
Xk+1 Xk+1 k+1 . ,
Ye*) = (Zk 0 k,) Ykeo U (k,) Dke Ok' orevi =Y 0(k+1)| =Y oy [haciendo k + 1 = n] , [nétese que ¢ = 1]

Y(e¥) = Z{?:o};—! =e* por tanto, P(e*) = e*

o(In(1 +x)) = P

e(n(1 +x)) = (p( o U X(n“)) =Yoo= 0( oz (P(X(n+1)) Yn=0

n=0(n41) (n+1)

[(n+ 1)(X(n+1) 1)]

(n+1)

1

=32, S (0 4 1) (x@17D) = 32 (1) (x™), [ya que la serie ¥ o(—1)"x" = —]

(n+1) 1+x

por lo tanto, @(In(1 +x)) = ﬁ

l|1(1+ ) In(1 +x)
P () = WER(-D™") = TR0~ D™ = Tia(- D" (5

)+C—Zn o(( O “+1),

n+1 1+n

n"

[Al comparar las series, c = 0] [como Y- v

x®*D = In(1 +x)] , porlo tanto, | (E) =1In(1 + x)

De la demostracion anterior es evidente que Y(In(u))= (ﬁw(u)) y @ (ﬁ) =In (u)

RESULTADOS

Situacidén en polinomios de grado n = 0: Sea p(x) = ax™ un polinomio de un solo término, donde a es un valor constante. Al aplicar
@(x) a este polinomio, es decir (p(P(X)) = @(ax") Se obtiene un polinomio Q(x). Y al aplicar y(x) al resultado Q(x) vuelve al
polinomio original. Luego de forma inversa, al aplicar y(x) primero y ¢@(x) al resultado vuelve al polinomio original. [Se comprueba
en la demostracion]

SeaP(x) = (ag +a;x + ...+ a,x™), y al aplicar @(x) a P(x) se tiene que:

e(P(X)) = (@p +a;x+ ...+ ax"), Luego @(P(x)) = @(ay) + @(a;x) + ...+ @(ax")
De igual manera para y(x), resulta:

U (PX) =(ag +ax+ ...+ a,x"), Luego ¥ (P(x)) = W(ay) + WY(ax) + ...+ y(ayx™)

Ejemplo 1. P(x) = x°
Sol. Aplicando Fi, entonces: (x®) =6x°1 =6x°.  [Luego: Y(6x°) =x°].

1 X7 X7
==-+c [Luego: @(5-+c) = X6 .

6+1 7

Sol. Aplicando Psi, entonces: y(x°) =

[El valor de condicion inicial c es cero]

Ejemplo 2. Sea P(x) = 2x® + x? + x + 1, encontrar Q(x) para cada aplicador @(x) y U(x): @(P(x)) = @(2x* +x2 +x+ 1) =
e(2x%) + o(x*) + (%) + (1)

=(3)2x3 1+ (2)x* 1+ (DxI1 + (0) x° = 6x% + 2x + 1 = Q(x). [Se puede comprobar Y(Q(x))]

Y(P() = P(2x3 +x2 +x+ 1) = P(2x%) + P(x2) + P(x) + P(1)

_, (X3+1) 4 (x2+1) 4 (ﬁ) + (ﬁ) — %4. § + §+ x+ ¢ =Q(x) [Sepuede comprobar ¢@(Q(x))]

3+1 2+1 1+1 0+1
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Ejemplo 3. Supdngase que se tiene un patio delimitado por la funcién y = 9 — X2, con la media en metros. Encontrar el area utilizando
el aplicador polindmico Y (x).

Area bajo la curva

flx]
-
-

T T T T

x
Distancia en Metros

Figura 1. Funcion cuadratica

Resolviendo la Ecuacién 9—x2 = 0, se tiene como solucion,

x = —3 yx = 3, entonces el rea resulta ser

X2+1 X3 .

A= (O —x) = 4O - () =9 (5) 57 =9x- %

0+1 2+1

Ahora sustituyendo los valores obtenidos y restando:

a=[o@3) —%] ~[o¢=3 —%] — 18 — (—18) = 36 m?

Ejemplo 4. La ecuacion de la velocidad de un movil esta dada por V(t) = 3t2 — 4t + 5, donde V se mide en metros/segundos.
Determinar la aceleracion del objeto cuando t = 3.

Se obtiene la ecuacion de la aceleracidn, aplicando ¢(x) a la velocidad.

a(t) = V(1)) = @(3t?) — @(4t) + ¢(5) - a(t) = 6t—4,ycomo t = 3, entonces:
a3)=6(3)—4=18—4=14m/s

Asi, la aceleracién del mévil cuando han transcurrido 3 segundos es de 14 m/s .

Ejemplo 5. Utilizar el aplicador lineal derivacional (x), para aproximar las raices de un polinomio.
El método de Newton-Raphson es un algoritmo para encontrar aproximaciones de los ceros o raices de una funcion real, tomando un
valor inicial suficientemente cercano a la raiz buscada.

Aproximar las raices del polinomio p(x) = x? + x — 1, con p(x) = 0, y tomar como valores iniciales: x, = —1 para la solucién de la
izquierday x, = 1 para la derecha, a cuatro iteraciones. Se emulara con la propuesta de Newton que parte del polinomio de Taylor:

_ o p(x) . o XoP4xe-l _ xe®+1 _ (=1)%+1 . _2%+1 5 _
Xiy1 = Xi 200 Por la derecha: entonces x; = X, ot el s L Xe =y =5 1.67, x5 =
21 2 34 . (-34/21)2+1 = 233

— =% = ——=-161905;x, = ————— = -1 = 2" = 1618056
2+ 3 21 2(-34/21)+1 T 144
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L L. @12 _ &2+ _ 5+l (13\(3) _13 _
por la izquierda: x; = i 3 2= 2B —(§)+1 = (9 ) (7) =5 0.619,
13, 169 610 2 10946
xg= T _aatl G _ 610 S5 _ g gqg y  S/ENML_ o 31239 _ g 64003
26D+ GD+1 S 21x47 89 2(55/89)+1 2 50546

Observe las fracciones que se generan, sin importar el signo, se relacionan a la secuencia de Fibonacci {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, 233,...}, pues la ecuacion x? + x — 1 = 0, se relaciona con la razén aurea (a+b)/a = a/b, de donde a/b — b/a = 1; luego para a =
Xy b =1, seobtiene x? — x — 1 = 0; ambas ecuaciones son simétricas respecto al eje vertical, al graficarlas como funciones.

Ejemplos de aplicacion ¢ y P en polinomios infinitos.

Ejemplo 6. Un cuerpo que esta oscilando con posicidn al tiempo t esta dada por s(t) = 10cos§t donde t se mide en segundos y s(t)
en centimetros, describir el movimiento.

., .. - . . 2 . .y
Solucién: es un movimiento armanico simple, con periodo w = g entonces Wﬂ = 12, hay una oscilacion completa cada 12 segundos, y

1

. w . 1 - -z
la frecuencia es =5 68 decir que hay 5 de oscilacion por segundo.

Se analizara el movimiento en el intervalo de tiempo [0, 12] entonces la funcién de velocidad y aceleracion son:

v(t) = (p(s(t)) ya(t) = <p(v(t)), dado que v(t) = @ (10cosgt) =10 (—sengt) (g) = —%ﬂsengt

2
by alt) =@ (—%"sengt) = —S?ﬂ(cosgt) (g) = —‘%cosg , es observable que la velocidad se anulaent = 0,t = 6,t = 12,y la

aceleracibnent = 3,t =9.

Polinomios de gradon < 0, [n # —1]:

Sea p(x) = ax~™ un polinomio de un solo término, donde a es un valor constante. Al aplicar ¢(x), es decir (p(P(X)) = @(ax™") se
obtendrd Q(x).

Y al aplicar Y(x) al resultado Q(x) volvemos a polinomio original. Luego viceversa al aplicar y(x) primero y ¢@(x) al resultado
volvemos al polinomio original.

En el caso de aplicar y(x) a un polinomio de exponente: n = —1, es decir ax™! se obtiene un resultado no satisfactorio. Entonces:

¢Que se puede hacer?
Por la demostracion, en el caso n = —1, la aplicacion Y(P(x)) existe, debido a que: y(u~t) = ¢ (ﬁ) — In (u)

Y luego, nuevamente gracias a la demostracion ya mencionada se garantiza que: @(In(u))= (ﬁ)
[Solo para polinomios finitoscon: a=1y n = —1]

Aplicadores @(x) y gi(x) en series polindmicas infinitas o funciones trascendentes especiales
Estas funciones trascendentes intervienen los numeros de Euler y Bernoulli, y se generalizan:

Ban(-H"(-4MHx?" 71
(2n)!

X x3 X5 X7 »
tan(X) = ;+ 2§+ 16?+ 272;4‘ e = Zn:l

Ezn(-1)"X2"

X2 x4 X6 o
sec(X) =1 +;+ 5;+ 6la+ =Y (2n)!

Donde los valores Ezn y Ban son respectivamente los nimeros de Euler y Bernoulli, los cuales se definen:

Euler: Eo =1, E>=-1,E4 =5, Es =-61,... Bernoulli: Bo = 1, B1=-1/2, B, = 1/6, B4 = -1/30, Bs = 1/42,... para ambos respectivamente

los Ex y Bk con k impar son triviales, a conveniencia k=2n, n=0,1,...
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Se probara ¢ (x) y W(x) para la tan(X) y sec(X) , a conveniencia se simplifican las series:
tan(X) = X+ +2—+17—+ sec(X)—1+ +5—+61—+
315 720

a precision de los cuatro primeros términos, y obsérvese que:

2 — —
sec (X)—sec(X)*sec(X)—(1+ +5—+61%)(1+ +5—+61%)

4 6
=1+X2+35+17%, y también: sec(X)*tan(X)=(1+ +5—+61 ) (x+ +2—+17—) X+—+61—+
2 45 720 315 205

X7 — . .
277m, se utilizaran estos resultados para realizar las pruebas mencionadas.

¢(tan(x)) = sec?(X)
@(tan(x)) = cp(X+ + 2—+ 175) oX) +cp( )+ Zcp( )+ 17cp(;175)

=1+X?+ ZX? + 171(—5, por lo tanto @(tan(x)) = sec?(X)

qj(secz(x)) = tan(X)

lIJ(1+X2 +2X§+ 17%) = ¢(1)+¢(x2)+2¢(§)+17¢(1‘:)—c+x+—+2—+ 17E

Con ¢ =0, por lo tanto Y(sec?(x)) = tan(X)

@(sec(x)) = sec(X) * tan(X)

o(sec(x)) = @ (1+ +5—+61—) o) +o (X )+5(p( )+61<p(7:0) X+5—+61—+277— . por lo tanto

720 120

@(sec(x)) = sec(X) * tan(X)

(sec(X) * tan(X)) = sec(X)

¢(X+5—+61—+277—) P + 59 (5 )+61¢( )+277'4’(1oos)

1008

X2 X* X6 X .
=c+5+ 5; + 61% + 277 (@). Aqui ¢ =1, por lo tanto q;(sec(X) * tan(X)) = sec(X)

CONCLUSION

Se evidencia que la deduccion y aplicacion de cada funcidn trascendente propuesta, no amerita el abordaje de la tematica de derivadas
e integrales, ni aun de limite y continuidad. Es por lo cual que puede darse un acercamiento previo e implicito con el calculo infinitesimal,
a estudiantes de secundaria, desarrollando en ellos habilidades matemaéticas para la resolucion de problemas en la bisqueda de puntos
optimos y el célculo de velocidades, areas y vollimenes, entre otros.
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