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RESUMEN

El objetivo del presente estudio, es estimar la incertidumbre en la medicion del area total de un triangulo aplicando la guia de estimacion de la
incertidumbre GUM ISO 1995 y utilizando el programa de calculo simbolico MAPLE 11. La medicién la realizé un grupo de 10 estudiantes de la
maestria en Quimica y Gestion de la Calidad, utilizando el mismo objeto de medicion y el mismo instrumento de medicion. Se derivé el modelo
matematico, se identificaron los componentes de las incertidumbres a través del diagrama de causa-efecto, se calcularon los coeficientes de
sensibilidad utilizando el programa de calculo simbdlico Maple 11, se elabor6 un balance de las incertidumbres y un diagrama de Pareto donde
se reflejan las variables que mas influyen en la incertidumbre del mensurando. Se calcularon las incertidumbres combinada y expandida con
un factor de cobertura igual a t al 95% de nivel de confianza y 22 grados de libertad efectivos. Finalmente, se evalué el intervalo de confianza,
encontrandose un valor de (50.72 + 0.39) cm?. La incertidumbre expandida relativa fue menor del 1%, indicando buena precision en el proceso
de medicion.

Palabras claves: Incertidumbre en la medicion del drea de un tridngulo; Calculo de coeficiente de sensibilidad utilizando Maple;

Incertidumbre expandida relativa (u,,); Metrologia quimica; Balance o presupuesto de las incertidumbres.

1. INTRODUCCION

La armonizacion de todas las unidades al Sistema
Internacional de unidades Sl, es de vital importancia
en los tratados comerciales. Esta ha sido una de
las principales barreras técnicas que obstaculiza
el comercio internacional. La incongruencia de las
unidades ha provocado grandes pérdidas para un
pais y ganancias para otros. Inclusive, en una misma
nacion, si las incongruencias son graves pueden ser
causa de procesos judiciales. Por eso, actualmente
en los tratados comerciales los paises pobres estan
implementando leyes nacionales para aplicar el uso
del Sl basado en el sistema métrico decimal y en sus
unidades basicas, derivadas y suplementarias!'.

Asi por ejemplo, en la exportacion de productos
de valor comercial es necesario el cumplimiento
con especificaciones del pais comprador basado
en el sistema Sl. De esta manera, el producto va
acompafiado con un informe de la conformidad?®
extendido porlos organismos competentes (organismos
evaluador de la conformidad, laboratorios de ensayos
acreditados), especificando el valor del parametro
requerido o mensurando con su incertidumbre a un
nivel de confiabilidad establecida #. Los compradores
disponen de una guia donde se describe el método que
tienen que cumplir los laboratorios de ensayos o de
calibracion para declarar los resultados y la evaluacion

* Autor para correspondencia: gusdel53@yahoo.es

del cumplimiento con la especificacion del producto
dentro de los limites establecidos ! en los acuerdos
comerciales. Estos limites, requieren que cada
laboratorio de ensayo disponga de un procedimiento
documentado para evaluar la incertidumbre® en los
procesos de medicion del parametro o mensurando
que indica la calidad del producto.

Dentro de este contexto, la metrologia quimica
desempefa un papel muy importante [0 y el
personal técnico de un laboratorio de ensayo o de
calibracion debera tener la competencia para evaluar
el mensurando y estimar su incertidumbre asociada™®.
Con el fin de introducir a los estudiantes de ciencias
quimicas y fisicas en el tema de la metrologia, se
ha reportado el analisis de la incertidumbre en los
calculos del area y el perimetro de un rectangulo
utilizando el analisis estadistico clasico y el calculo
del error maximo probablel'?. En el presente estudio,
se pretende evaluar el area de un triangulo y estimar
su incertidumbre siguiendo la guia GUM ISO 19951 y
utilizando el programa de calculo simbolico MAPLE!3.

Las mediciones la realizaron un grupo de 10
estudiantes de la maestria en Quimica y Gestion de la
Calidad, sobre la misma figura geométrica y utilizando
el mismo instrumento de medicién, una regla graduada
en centimetros.
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2. TEORIA

Ley de propagacioén de la incertidumbre

Un proceso de medicién puede representarse de
acuerdo al “enfoque de proceso” establecido enlanorma
ISO 9000:2000"4. Pueden identificarse tres partes:
variables de entrada x,, x,, ... x,; relacion funcional entre
las variables de entrada; el mensurando y como variable
de salida. El esquema se puede ver en la figura 1

Variable de salida
o Mensurando y:
y=f(xi)

Variables de
entrada xi:
x1, X2,...xn

Funcién:
fix1, x2,...xn)

I:“>I:“>

Figura 1. Proceso de medicién de un mensurando.

Las variables de entrada son aleatorias que tienen una
distribucién de probabilidad conocida y pueden ser
independientes o estar correlacionadas entre sil'®!,

El proceso de medicién puede asi representarse por un
modelo matematico que relaciona el mensurando y las
variables de entradas a través de la funcion f, tal a como
se muestra en la ecuacion (1); se asume ausencia de
errores sistematicos!'™®. El segundo término representa
la incertidumbre expandida del mensurando!® %

Donde U=ku, u, es la incertidumbre combinada; k

y=f(x,x,,..x,)tU, )

es el factor de cobertura, que depende de los grados
de libertad®® y de las diferentes distribuciones de
probabilidad de las variables de entradas implicadasenla
incertidumbre combinada. Para evaluar la incertidumbre
combinada u, se aplica la ley de propagacion de la
incertidumbre®'® a la funcién f. Esta ley se deduce
aplicando la expansion de Taylor ' '3, tomando uy =Ay
o diferencia entre la funcion f (xi) y f evaluada en los
promedios de x. La expresion final que representa esta
ley es la siguiente:

Si las variables (x) son independientes, el segundo

2
of S A K]
2 2
Uiy = — |u, +2 — | = . 2
) Z[ axi] i ;,;1 ax, )\ ax, (xi.2) (2)
término denominado covarianza es despreciable. En los
modelos lineales los coeficientes del modelo (b)) estan
correlacionados y debe tomarse en cuenta en el célculo
de la incertidumbre combinada.

Asi por ejemplo, los coeficientes intercepto y pendiente
del modelo de una linea recta (b, y b,) tienen una
correlacion negativa y debe calcularse el coeficiente
de correlacion ( para ser introducido en el término

) r (b0,b1 ))
covarianzal®-°l,

Las derivadas parciales se denominan coeficientes
de sensibilidad® (c_); u  son las incertidumbres de las
variables x..

Sienelmodelomatematicointervienenlos parametros de
regresion de un modelo de calibracion lineal (intercepto
y pendiente) la ecuacion (2) se puede expresar de la
siguiente manera:

u(2v) = Z(cxiuxi )2 + 2(Cb0 )(cbl )‘4(1;0) U b0p1) 3)

Si se considera que no existen variables correlacionadas
la incertidumbre u se simplifica a la ecuacion (4).

2
u(y) = Z(Cxiuxi) (4)
Para evaluar la incertidumbre expandida, es necesario
seleccionar el factor de cobertura k. Este factor puede
tomar valores como los que se muestran en la tabla 1.

TABLA 1. Factor de cobertura, nivel de confianza y tipos de distribucion
de probabilidad

k Nivel Confianza Tipo de
distribucion
2 95.45% Normal
1.96 95.% Normal
Lygrs, 95% Student, 2 colas

Generalmente, cuando se reporta la incertidumbre se
selecciona k=2 para 95.45 % de nivel de confianzal™.
Pero si se quiere efectuar una seleccion rigurosa de &
es necesario evaluar los grados de libertad efectivos v
[ si éste tiene un valor menor de 30, el factor & sigue
una distribucién ¢ de Student. Los grados de libertad

efectivos se calculan de acuerdo a la ecuacion (5).

4
u

v,=—"2— (5)

T
c, son los coeficientes de sensibilidad; u, son las
incertidumbres de la variable x, y v, son los grados
de libertad para la incertidumbre de cada variable. La
tabla 2 muestra los grados de libertad para cada tipo de
distribucion.
TABLA 2. Grados de libertad v,en funcion del tipo de distribucion!®
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Tipo de distribucion v,
Normal 50
Rectangular )
Triangular o0
t-Student (univariante) | n-1
t-Student (bivariante) n-2
t-Student (p variables) | n-p
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Seleccion y
calculo de factor
de cobertura
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Balance de
incertidumbres
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Definicién del

Combinar

mensurando . Calculo incertidumbres: Evaluacion de
Variables coeficiente I ife incertidumbre
correlacionadas ? . €y propagacion h
¢ correlacion de incertidumbre expandida
No #
Identificacion de
variables influyen Evaluacion de Revision Reporte de
en el mensurando . ] h
incertidumbres |« intervalo de
i estandar (A y B) confianza
SI
Modelo matematico: A M
relacion entre ] . v
mensurando y variables Caleulo de
Y coeficientes de NO FIN
sensibilidad
Reevaluar L
componentes

Figura 2: Diagrama de flujo representando el procedimiento para la estimaciéon de la incertidumbre en un proceso de medicion.

Conociendo el valor k se puede estimar la incertidumbre
expandida y el intervalo de confianza: y + Uy.

Procedimiento evaluacion de la

incertidumbre

para la

Existe un procedimiento para estimarlaincertidumbre®?),
que se presenta en el diagrama de flujo de la figura 2.
En primer lugar, se define el mensurando, se deriva
el modelo matematico, se identifican las fuentes de
incertidumbres (las de tipo A, obtenidas a partir de la
desviacion estandar de una serie de observaciones y
las de tipo B, obtenidas a partir de las distribuciones
normal, rectangular o triangular®, se cuantifican
las incertidumbres, se calculan los coeficientes de
sensibilidad, se hace un balance o presupuesto de
las incertidumbres, se combinan las incertidumbres a
través de la ley de la propagacion de la incertidumbre,
se revisa si no hay incongruencias para reevaluar los
componentes de laincertidumbre, se selecciona el factor
de cobertura, se evalua la incertidumbre expandida y se
reporta el intervalo de confianza con el niUmero correcto
de cifras significativas.

Trazabilidad

Todo instrumento de medicion debe ser calibrado con
patrones certificados trazables al Sistema Internacional
de Unidades®* '8, Para medir la longitud de un segmento
es necesario que el instrumento de medicion, porejemplo
una regla graduada en centimetros, esté calibrado con
patrones certificados trazables a patrones nacionales y
éstos a su vez trazables al Sl.

El proceso de calibracién, se debe llevar cabo bajo
condiciones ambientales especificas (temperatura y
humedad relativa, medidas también con instrumentos
calibrados trazables). Si se asume que, los valores
de las variables de entrada han sido obtenidos con
instrumentos de medicion calibrados con patrones
trazables al Sl, el mensurando y de la ecuacion (1) es

también considerado trazable al Sistema Internacional
[16]

Si las condiciones ambientales (temperatura) durante
el proceso de mediciéon del mensurando, son diferentes
de las de calibrado del instrumento de medicién, es
necesario realizar las correcciones necesarias. Por
ejemplo, si la regla graduada en centimetros es el
instrumento de medicidn, la correccion a realizar debe
tomar en cuenta el coeficiente de dilatacion lineal, cuyo
valor dependera de la naturaleza de material del cual
esta hecho este instrumento, considerando la diferencia
entre la temperatura de medicién y la de calibrado.

3. PARTE EXPERIMENTAL
Materiales

» Computadora equipada con el programa de calculo
simbolico MAPLE 11131,

* Instrumento de medicién: regla de madera
impermeabilizada de 0.30 m de longitud, graduada en
centimetros.

« Coeficiente de dilatacion lineal del orden de 10/
oCh71.
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» Objeto de medicion: como el representado en la figura
geomeétrica del anexo.

« Termometro digital
resolucion 0.1°C.

caliborado TESTO 925, con

4. PROCEDIMIENTO
Resolucion del instrumento de mediciéon

La resolucion de la regla graduada en centimetros fue
evaluada por simple observacion visual. El valor minimo
leido en la escala fue 0.05 cm.

Proceso de mediciéon

El objeto de medicién y el instrumento de medicién
fueron proporcionados a un grupo de 10 estudiantes.
Cada estudiante midié los segmentos de recta de
la figura geométrica, que representa dos triangulos
utilizando la misma regla y ubicando con precision, el
cero y el valor del extremo superior del segmento. Las
mediciones fueron realizadas tratando de minimizar el
error de paralaje y los resultados se registraron segun la
matriz de datos de la tabla 3. La variacion de temperatura
durante el proceso de medicion fue de 2°C.

TABLA 3. Disefio de los resultados de la medicion en cm de los
segmentos a, b, .. de la figura geométrica en anexo.

b | ...

No. a

10

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados que a continuacion se presentan,
siguen el procedimiento descrito en el flujograma
de la figura 1. Dado que, el coeficiente de dilatacion
lineal del instrumento de medicién es muy pequefio,
del orden de 10 por cada °C, el efecto de la variacion
de temperatura, no influyé significativamente en las
mediciones de los segmentos del triangulo. Como la
regla esta impermeabilizada, se asume que la humedad
relativa no afecta la mediciéon. Se admite que, la regla
esta calibrada y que el error sistematico, es mucho
menor que el error aleatorio.

Definicion del mensurando

El mensurando, es el area total de la figura geométrica
del anexo, constituida por los dos triangulos rectangulos,
y se designa simbdlicamente como A.

Modelo matematico
El modelo para el area total del objeto de medicion, es
la suma de las areas de los dos triangulos. La expresion

matematica se presenta en la ecuacién (6) admitiendo
ausencia de errores sistematicos:

A=§(b+d) (6)

Identificacion de los
incertidumbre

componentes de la

Los componentes de las incertidumbres para cada
variable del modelo se muestran en el diagrama
causa-efecto de la figura 3. Cada variable tiene dos
componentes: la incertidumbre debido a la resolucion
de la regla y la de la serie de observaciones de los 10
estudiantes.

Resolucién u(R)
Resolucion u(R)

Observaciones u(0)
Qbservaciones u(o)

Resolucién u(R)

Observaciones u(o)

Figura 3. Diagrama causa-efecto paracomponentes de laincertidumbre
en la medicién del area de la figura geométrica del anexo.

Cuantificacion de los
incertidumbre

componentes de la

a) Incertidumbre en la resolucién u,

La incertidumbre en la resolucién (de tipo B) sigue una
distribucién rectangular!®, la cual se expresa asi:

= ()

Sustituyendo R=0.05 cm se tiene un valor de uR=
0.0144



b) Incertidumbre en la serie de observaciones u,

La incertidumbre de una serie de observaciones (de
tipo A) esta dada por la desviacién estandar de la media
o clasicamente conocida como error estandar!'®. La
ecuacion (8) representa la férmula para la incertidumbre
de las observaciones.

N

U =5 =—= )

o X \/;

Donde Sx es la desviaciéon estandar de la media, s es
la desviacion estandar de las observaciones y n es el
numero de observaciones igual a 10. Los resultados
de las 10 observaciones del grupo de estudiantes se
presentan en la tabla 4.

TABLA 4: Valores de los segmentos b, ¢, d encm, media, desviaciones
estandares y grados de libertad v. Lecturas de 10 estudiantes.

Estudiante b c d
1 8.3 7.85 4.55
2 8.3 7.9 4.6
3 8.3 79 4.6
4 8.3 7.9 4.6
5 8.25 7.9 4.6
6 8.25 7.85 4.6
7 8.3 7.85 4.55
8 8.29 7.9 4.55
9 8.3 79 4.55
10 8.25 7.9 4.6
Media 8.284 7.885 4,58
s 0.02366432 | 0.02415229 | 0.02581989
u0=s/\/n 0.00748331 [ 0.00763763 | 0.00816497
v 9 9 9

c) Incertidumbre de las variables b, cy d (u )

La incertidumbre en las mediciones de los segmentos b,
¢y d, se puede ver en la ecuacion (9).

Uy =~2up +u; ©

Generalizando se tiene la siguiente ecuacion (10):

1 36s
u, =—,|6R> +— (10)
6 n
El coeficiente 2 del primer término en la raiz de la
ecuacion (9) representa la doble lectura en los extremos
del segmento x, el cero leido en el extremo inferior y el
valor de x, (en cm) leido en el otro extremo.
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El subindice x, representa al segmento b, co d. Res la
resolucion de la regla graduada. s es la incertidumbre
estandar del segmento leido. n es el numero de
observaciones. Sustituyendo los valores de R=0.05 cm
y los valores de sy n de la tabla 4 en las ecuaciones
(7), (8) y (10), se tienen los valores de incertidumbres
en las mediciones b, ¢ y d que se muestran en la tabla
5.

TABLA 5. Incertidumbres y grados de libertad para las variables b, ¢
yd.

xi uR/v) uo/v) uxi(vi}

b 0.0144 () | 0.00748331 (9) | 0.021794 (9)

c 0.0144 () | 0.00763763 (9) | 0.021741 (9)
0.0144 () | 0.00816497 (9) | 0.021985 (9)

Los grados de libertad v, se calculan combinando
los grados de libertad de R y o segun la expresién
representada en la ecuacién 5. De acuerdo a la tabla
2, los grados de libertad para u, con una distribucion
triangulal™ tienen un valor infinito y los grados
de libertad para u 6 obtenidos para una serie de
observaciones tienen una distribucion t a un nivel de
confianza de 95% y n-1 grados de libertad.

Balance de las incertidumbres

El balance de las incertidumbres establece las
incertidumbres de las variables del modelo u_, los
coeficientes de sensibilidad ¢, y el indice de contribucion
de cada variable x, en la incertidumbre de la funcion del
modelo o el mensurando buscado, que se representa
como porcentaje (Ind%). Los coeficientes de sensibilidad
son la derivada parcial de la funcién 4 con respecto a
cada variable x,.

Calculo de los coeficientes de sensibilidad c

04
= 11
X1 ax ( )

Las derivadas parciales se pueden calcular faciimente,
dado que la funcién A de la ecuacién (6) es simple.
Cuando las funciones son complejas el calculo simbdlico
Maple 11 simplifica el tiempo de calculo. Ademas la
precision es ilimitada y no utiliza redondeos. Aplicando
Maple para este ejemplo se tienen los siguientes
resultados formales:

c

i

Se escribe la funcion A:

>A;§*w+dx

§w+m
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Se deriva la funciéon 4 con respecto a los segmentos
¢, by d, utilizando las expresiones preestablecidas de
derivadas parciales:

>cl :=iA;
dc
2 2
>c2 ::iA,
dob
>c3 = A,
Z

donde c,, ¢,y ¢, indican los coeficientes de sensibilidad
para ¢, by d. Asignando los valores promedios ¢, by d a
partir de la tabla 4, se tienen los resultados numéricos
dec.

100+

80

60+

40—+

20
o” ! . ! l

Figura 4. Diagrama de Pareto indicando la contribucion de las
incertidumbres en la medicion del area total del triangulo.

Ind%%

La tabla 6 muestra el balance de las incertidumbres,
donde se pueden ver las fuentes de incertidumbres (b,
c y d), el valor de cada variable x, las incertidumbres
y los coeficientes de sensibilidad correspondientes, los
valores absolutos y los cuadrados del producto de los
coeficientes por las incertidumbres y por ultimo, el indice
de contribucién de la incertidumbre de cada variable en
la incertidumbre del mensurando.

La contribucion de cada variable a la incertidumbre
del area total de la figura geométrica se evalua con el
indice de contribucion expresado en porcentaje segun
la ecuacion siguiente:

2
Ind%= (Cxiuxi) 5 (100 (12)

z (Cxiuxi )

Si trazamos el diagrama de Pareto !'¥ se tiene la
figura 4, donde se puede ver que la variable que
mas contribuye a la incertidumbre es la medicion en
el segmento c. No obstante, las tres mediciones de
los segmentos contribuyen significativamente a la
incertidumbre en el mensurando A, admintiendo como
limite el 90% de la contribucion acumulativa.

Estimacion de la incertidumbre combinada u

La incertidumbre de A (x,) es la combinacion de
todas las incertidumbres que influyen en la medicion
del mensurando A. Se asume que las variables de la
funcioén son independientes y se aplica la ecuacion (4).
La incertidumbre del mensurando A es la raiz cuadrada
de la suma de los productos (c u_)* en la columna 6 de
la tabla 6, cuyo valor es:

u,=0.1858
Seleccion del factor de cobertura &
Si se observa la tabla 5, la distribucién ¢ es la
predominante en la estimacion de u . Por lo tanto, si se

aplica la ecuacion (5) y tomando los datos de la tabla 6,
se obtienen los grados de libertad efectivos:

TABLA 6. Balance de las incertidumbres en la medicion del area de un triangulo como

objeto de medicion.

Fuente de
incertidumbre | Valor de u, c, le,m/ | (e, un) | Ind%
X. Xi
b 8.284 | 0.021794 | 3.9425 | 0.08571 [ 0.0073468 [ 21.29
c 7.885 | 0.021741 | 6.432 | 0.14018 [ 0.0196651 | 56.94
d 4.580 | 0.021985 | 3.9425 | 0.086675 | 0.0075126 | 21.77
Suma=| 0.0345104 | 100




. (0.1858)*
T (3.9425) (0.021794)* . (6.432)*(0.021741)° . (3.9425)*(0.021985)*
9 9 9

v,= 22

El valor de k es igual a ¢ al 95% de nivel de confianza a
dos colas y 22 grados de libertad® 8,

k=t =2.074

0.975,22

Evaluacién de la incertidumbre expandida

La incertidumbre expandida, se calcula multiplicando el
factor k por la incertidumbre combinada U,. El calculo
se muestra a continuacion:

U,=ku,=(2.074)(0.1858)=0.38535 cm’

Estimacion del intervalo de confianza del area del
triangulo

El intervalo de confianza del area del triangulo con una
probabilidad del 95% y tomando en cuenta el numero de
cifras significativas correcto, se calcula de la siguiente
manera:

=55 g o 4.59) 2038535

y=(50.72 £ 0.39) cm’

y=A4%U,

La precision de la medicion puede estimarse evaluando
la incertidumbre expandida relatival''! (UER) expresada
en porcentaje, la cual resulta de dividir la incertidumbre
expandida entre el valor del mensurando o area total
multiplicada por 100. El valor calculado de esta manera
es de 0.77%, lo que indica una buena precision en
la medicion si tomamos como referencia 1% como
maximo.

5. CONCLUSIONES

Siguiendo la guia para la estimacion de la incertidumbre
establecidaen GUMISO 1995, se aplicé el procedimiento
para evaluar la incertidumbre en la medicion del area
total de un triangulo, realizando las mediciones un grupo
de 10 estudiantes de maestria en quimica y gestion de
la calidad de la Facultad de Ciencias y Tecnologia de la
UNAN-Leon, Nicaragua.

En el calculo de los coeficientes de sensibilidad se
utilizé el programa de calculo simbdlico MAPLE 11,
como una aplicacion de las derivadas parciales de la
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funcion area con respecto a cada una de las variables o
segmentos que constituyen el triangulo. Para evaluar la
incertidumbre combinada en el proceso de medicion, se
aplicd la ecuacion simplificada de la ley de propagacion
de la incertidumbre, considerando que las variables son
independientes.

El intervalo de confianza del area del triangulo, se
evaluo la incertidumbre expandida utilizando el factor
de cobertura £ como el valor de ¢ al 95 % de nivel
de confianza y 22 grados de libertad efectivos. El
valor encontrado del intervalo de confianza fue de
(50.72 £ 0.39) cm?2.

6. RECONOCIMIENTO

Los autores agradecen a Gustavo Montiel, Director
del Laboratorio Nacional de Metrologia de Nicaragua
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8. ANEXO

Figura geométrica como objeto de medicién. La escala
de la figura original utilizada durante el experimento,
puede variar al pasar de MS Word a la configuracién
del editor de texto utilizado en la revista cientifica.
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